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Die symmetrische Kugelzone als extremaler
Rotationskérper

Der wesentlichste, auf die klassischen Untersuchungen
von H. BrRun~N! und H. MiNKowsKki? zuriickgehende
Teil der Theorie der konvexen Korper des dreidimen-
sionalen Raumes erstreckt sich iiber die MaBlgeometrie
von drei fundamentalen MaBzahlen, ndmlich des Vo-
lumens V, der Oberfliche F und des Integrals der
mittleren Kriimmung M (kurz Kriimmungsintegral),
welche jedem konvexen Korper zukommen.

Betrachten wir nun die Klasse K (V, F) aller kon-
vexen Korper, welche ein vorgeschriebenes Volumen V
und eine ebensolche Oberfliche F aufweisen — hierbei
ist zu beachten, dafB nach der isoperimetrischen Un-
gleichung

F8 =36z V? (*)

gewihit werden muB3 —, so folgt aus den Ungleichungen,
welche durch die BrRUNN-MinkKowsKische Theorie ge-
liefert werden, daB3 alle Korper aus K (V, F) ein Kriim-
mungsintegral M besitzen, fiir welches
F2

M=y (T)
gilt. Hier gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann,
wenn es sich um einen Kappenkdrper der Kugel handelt.
Von den verschiedenen Kappenkorpern, welche sich
mit den vorgeschriebenen ¥V und F bilden lassen, kann
man insbesondere den symmetrischen Rotationskérper
herauswihlen, dessen Profil in Abb. 1 dargestellt ist.

Abb. 1.

Der hier erklirte Sachverhalt lehrt uns, da die rechte
Seite in Ungleichung (I) die genaue obere Schranke der
Menge aller M darstellt, welche den der Klasse K (V, F)
angehdrenden Korpern zukommen, Der Kappenkdrper
ist der zugehorende extremale Korper, welcher das ab-
solute Maximum des Kriimmungsintegrals liefert.

Unter Ansehen der intensiven Weiterentwicklung der
klassischen Theorie, durch welche die Lehre der drei
Fundamentalzahlen der konvexen Kérper in den letzten
Dezennien bedeutend vertieft und verallgemeinert
wurde, ist es immerhin erstaunlich, daB die dem oben

1 H. Bruny, Uber Ovale und Eiflichen (Diss. Miinchen, 1887).

2 H. Minkowsk1, Math. Ann. 57, 447 (1903); Ges. Abh. Bd. 2,
WO—276; Theorie der konvexen Korper, insbesondere Begriindung
thres Oberflachenbegriffs, Ges. Abh. Bd. 2, 131—229.

geschilderten Problem dual gegeniiberstehende Extre-
malaufgabe u. W. noch keine Losung gefunden hat. In
der Tat: die Menge der M aller Korper der Klasse
K (V, F) hat cine exakte untere Schranke. Die ent-
sprechende Ungleichung

M= (I

fehlt. Welche Korper liefern bei festen V und F das
absolute Minimum von M ?

W. BLascHKE?! u. a.? haben wiederholt diese Frage
aunfgeworfen. Die Unterzeichneten haben in gemein-
samer Arbeit dieses Problem, dessen allgemeine Be-
handlung ziemliche Schwierigkeiten bietet, behandelt
und koénnen mit dieser Mitteilung eine Teillssung be-
kanntgeben. Es ist im Hinblick darauf, daB der der
Minkowskischen Ungleichung (I) entsprechende Ex-
tremalkorper als Rotationskorper realisiert werden
kann, durchaus naheliegend, sich zunichst auf Rota-
tionskdrper zu beschrinken. Die obenerwihnte Klasse
K (V, F) ersetzen wir durch die Klasse K, (V, F) der
konvexen Rotationskorper, welche ein vorgeschriebenes
Volumen V und eine ebensolche Oberfliche F — unter
Beachtung von (*) — aufweisen. Es ist nach den obigen
Darlegungen klar, da8 die Ungleichung (I) in K, (V, F)
unverdndert exakt gilt. Beziiglich dieser engeren Klasse
kann nun die ihr dual entsprechende Ungleichung (II)
angegeben werden. Sie ist jedoch bedeutend kompli-
zierter als die MinkowsKische, insbesondere transzen-
dent und lautet:

(2cosp + @sing) ,

worin cos ¢ — & (O < ¢ < 3) die einzige im Intervall
0 < £ = 1 liegende Losung der Gleichung
BE—E92  18mp?
(142&—&3 3
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bedeutet.
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann,
wenn es sich um die symmetrische Kugelzone handelt.
Dieses Ergebnis wird am einfachsten ausgedriickt
durch den

Satz: Unter allen konvexen Rotationskivpern mit vor-
geschriebenem Volumen und Oberfliche weist die symme-
tvische Kugelzone das kleinstmogliche Integral dev wmill-
leven Kriimmung. auf.

Die symmetrische Kugelzone, deren Profil durch
Abb. 2 wiedergegeben wird, erscheint somit als der dem
Kappenkorper dual gegeniiberstehende Extremalkorper.

Um den Wertevorrat der MaBzahlen V, FF und M
klar iiberblicken zu koénnen, ist es zweckmifBig, einen
Korper als Punkt einer Diagrammebene mit den karte-
sischen Koordinaten
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1 W. BLascukg, Jber. Dtsch. Math. Ver, 25, 125 (1917.)
2 H. Hapwicer, El. Math. 2, 51 (1947). - T. BoNNESEN und
W. FEncHEL, Ergebn. Math. 3, 84 (1934).
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Abb. 2.

Tafel der Kurvensteigungen in den Eckpunkten 4, B, C.

A B C
Kappenkorper. . . . 0 2 —
. 6
Zylinder . . . . . . 0 - P
6
Kugelzone . . . . . — 6 —
n—2
12
Torotop . . . . . . — 3 o
Kugellinse . . . . . — 3 oo

darzustellen. Damit erhdlt man eine Darstellung der
Kérper, welche gegeniiber Ahnlichkeitsabbildungen in-
variant ist, namlich das Brascuxesche Diagramml,
Denken wir uns fiir jeden konvexen Rotationskdrper
den Diagrammpunkt eingetragen, so entsteht eine ab-
geschlossene und zusammenhingende Punktmenge,
welche in Abb. 3 durch das schattierte Flichenstiick
wiedergegeben wird.

g
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Abb. 3. ® Kurve der Kappenkorper
@ Kurve der geraden Kreiszylinder
@ Kurve der symmetrischen Kugelzonen

@ Kurve der Torotope (Parallelkérper der Kreisscheibe)
® Kurve der symmetrischen Kugellinsen

1 W. Brascukeg, lc.
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Die drei Ecken 4, B und C des Kurvendreiecks sind
die Diagrammpunkte der Strecke, der Kugel und der
Kreisscheibe. Das Randstiick 4B des Diagramms, ein
Parabelbogen, wird durch die Kappenkorper geliefert.
Das Randstiick BC, ecin transzendenter Bogen, ent-
spricht den Kugelzonen. Das Randstiick CA4, durch
welches die vollstindige UmschlieBung der Diagramm-
punktmenge der Rotationskorper beendet wird, ist
noch nicht bekannt.

Als recht instruktiv erweisen sich im Diagramm noch
die Punktorte, welche gewissen Scharen elementarer
Rotationskérper zukommen (vgl. Abb. 3 und Tafelj.

H. Hapwicer, P. GLur und H. Bier:

Mathematisches Seminar der Universitit Bern, den
18. Juni 1948.
Summary

For a convex body in three dimensions let ¥V be the
volume, F the surface area, and M the total mean
curvature,

The BrunnN-MingowsklI theory gives the following
well-known result: Among all the convex bodies with
V and F fixed the spherical cap-body gives the maxi-
mum of M.—The question regarding the minimum of
M has not yet been solved for the general case.—The
authors prove that the minimum of M is given by the
symmetrical spherical zone, if we restrict our investig-
ation to bodies of revolution.

Uber die Synthese einiger Polychlorpolyene
und die Atropisomerie der Oktachlorhexatriene!

DaB bestimmte Polyhalogenide im Sinne einer WurTz-
schen Synthese durch Metalle gekuppelt werden, hat als
erster H. J. PrINS? am Hexachlorpropylen gezeigt. Mit
Kupferbronze in Methanolldsung stellte er daraus ein
C¢Cly vom Schmp. 183° dar, dessen Konstitution I oder IT
bisher nicht sicher entschieden wurde.

CCl=C—CCl;—CCl—CCl=CCly CCly=CCl—CCl=CCl—CCl=CCl,
(1) (1)

Bei Versuchen, die 1941—43 in der Chemisch-Tech-
nischen Reichsanstalt Berlin®, an Reaktionssystemen
aus hochchlorierten Paraffinen und Metallen wie Al, Zn
und Mg durchgefithrt wurden, sind nun neben totalen
Dechlorierungen {Berger-Reaktionen) partielle Enthalo-
genierungen {IV—VII) beobachtet worden, die, soweit
sie eine reaktive —CCly- bzw, —CHCl,-Gruppe iibrig-
lieBen, zu ganz dhnlichen Kupplungsreaktionen Anlaf
gaben.

IV a) CClL—CCl, — b) CCl=CCl,

V a} CClL—CCl,—CHCl, —> b) CCl,=CCl—CHCI,
VI a) CCL—CHCI—CCly — b)) CCl=CH—CC,
VII a) CCL—CCl,—CCly  — b} CCl=CCl—CCl,

Unter Verwendung von Aluminiumspénen in dtheri-
scher Losung sind so verschiedene stark ungesittigte
Polychlorverbindungen der Cg-Reihe leicht zunginglich
geworden.

1 9 Mitteilung «iiber Polyhalogenverbindungen»; 1.Mitteilung
siche Chem. Ber. 868, 206 {1947). Die ausfithrliche Versffentlichung
dieser Arbeit folgt ebendort.

2 H. J. Prixs, ]J.prakt. Chem. (2) &9, 421 (1914); Rec. trav.
chim. Pays-Bas 61, 1065 (1932).

3 Dem Prisidenten Herrn Professor Dr, W. Rimarskr und dem
Abteilungsvorstand Herrn Ob.-Reg.-Rat Dr. L. Metz t sei fir die
Unterstiitzung dieser Arbeit herzlich gedankt,



