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D i e  s y m m e t r i s c h e  K u g e l z o n e  a l s  e x t r e m a l e r  

R o t a t i o n s k 6 r p e r  

Der  wesen t l i chs t e ,  au f  die l da s s i s chen  U n t e r s u c h u n g e n  
v o n  H.  BRONI~ t u n d  H.  MINKOWSKI 2 z u r t i c k g e h e n d e  
Tel l  de r  T h e o r i e  de r  k o n v e x e n  K ~ r p e r  des  d r e i d i m e n -  
s iona l en  R a u m e s  e r s t r e e k t  s ich f iber  die M a B g e o m e t r i e  
yon  dre i  f u n d a m e n t a l e n  Mal3zahlen,  n ~ m l i c h  des Vo-  
l u m e n s  V, de r  Ober f l~che  F u n d  des I n t e g r a l s  de r  
m i t t l e r e n  K r t i m m u n g  5~r (kurz  K r i i m m u n g s i n t e g r a l ) ,  
we lche  j e d e m  k o n v e x e n  K 6 r p e r  z u k o m m e n .  

B e t r a c h t e n  wir  n u n  die K las se  K (V, F) al le r  k o n -  
v e x e n  K6rpe r ,  we lche  ein v o r g e s c h r i e b e n e s  V o l u m e n  V 
u n d  e ine  ebenso l che  Ober f l~che  F auLve i sen  - -  h i e rbe i  
i s t  zu b e a c h t e n ,  d a b  n a c h  de r  i s o p e r i m e t r i s c h e n  U n -  
g l e i c h u n g  

F s ~ 36 z~ V 2 (*) 

gewShl t  w e r d e n  muB - ,  so fo lg t  au s  den  U n g l e i c h u n g e n ,  
we lche  d u r c h  die BRUNN-MINKOWSKIsche T h e o r i e  ge- 
l ie fer t  we rden ,  d a b  al le  K 6 r p e r  aus  K (V, F )  ein K r i i m -  
m u n g s i n t e g r a l  M bes i t zen ,  fiir welches  

F 2 
M ~ 3 v (I) 

gilt .  H i e r  g i l t  das  G l e i c h h e i t s z e i c h e n  d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  
w e n n  es s ich u m  e inen  K a p p e n k 6 r p e r  de r  Kuge l  h a n d e l t .  
V o n  d e n  v e r s c h i e d e n e n  K a p p e n k b r p e r n ,  we lche  s ich 
m i t  den  v o r g e s c h r i e b e n e n  V u n d  F b i l d e n  lassen,  k a n n  
m a n  i n s b e s o n d e r e  d e n  s y m m e t r i s c h e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r  
he r auswt th l en ,  dessen  Pro f i l  in  Abb .  1 d a r g e s t e l l t  ist.  

Abb. 1. 

D e r  h i e r  erkl~trte S a c h v e r h a l t  l e h r t  uns ,  d a 0  die r e c h t e  
Se i te  in  U n g l e i c h u n g  (I) die genaue  obe re  S c h r a n k e  de r  
Mcnge  a l le r  M da r s t e l l t ,  we lche  den  de r  Klasse  K (V, F )  
a n g e h 6 r e n d e n  K 6 r p e r n  z u k o m m e n ,  D e r  K a p p e n k 6 r p e r  
i s t  de r  z u g e h 6 r e n d e  e x t r e m a l e  KSrper ,  we lche r  das  ab -  
so lu te  M a x i m u m  des  K r i i m m u n g s i n t e g r a l s  l ie ler t .  

U n t e r  A n s e h e n  de r  i n t e n s i v e n  W e i t e r e n t w i c k l u n g  de r  
k l a s s i s chen  Theor ie ,  d u r c h  we lche  die L e h r e  de r  d re i  
F u n d a m e n t a l z a h l e n  de r  k o n v e x e n  K 6 r p e r  in  den  l e t z t e n  
D e z e n n i e n  b e d e u t e n d  v e r t i e f t  u n d  v e r a l l g e m e i n e r t  
wurde ,  i s t  es i m m e r h i n  e r s t a u n l i c h ,  da~  die d e m  o b e n  

1 H. BRUNN, (fiber Ovale und Ei/liichen (Diss. Mfinehen, 1887). 
H. MmKOWSKL Math. Ann. 57, 447 (1903); Ges. Abh. Bd. 2, 

°30--276; Theorie der konvexen Kgrper, insbesondere Begrandung 
ihres Ober/ldchenbegri]/s, Ges. Abh. Bd. 2, 131--2~9. 

g e s c h i l d e r t e n  P r o b l e m  d u a l  g e g e n i i b e r s t e h e n d e  E x t r e -  
m a l a u f g a b e  u. W. n o c h  ke ine  L 6 s u n g  g e f u n d e n  h a t .  I n  
de r  T a t :  die Menge  de r  M a l le r  K d r p e r  de r  Klasse  
K (V ,F)  h a t  e ine e x a k t e  u n t e r e  S c h r a n k e .  Die  en t -  
s p r e c h e n d e  U n g l e i c h u n g  

M _> ? (II)  

fehl t .  W e l c h e  K S r p e r  l ie fern  bei  fes ten  V u n d  F das  
a b s o l u t e  M i n i m u m  y o n  M ? 

W.  BLASCHKE 1 U. a. 2 h a b e n  w i e d e r h o l t  diese F r a g e  
au fgewor fen .  Die  U n t e r z e i c h n e t e n  h a b e n  in  geme in -  
s a m e r  Arbei, t  dieses P r o b l e m ,  dessen  a l l g e m e i n e  Be-  
h a n d l u n g  z ieml iche  S c h w i e r i g k e i t e n  b i e t e t ,  b e h a u d e l t  
u n d  k d n n e n  m i t  d ieser  M i t t e i l u n g  eine Te i l l d sung  be-  
k a n n t g e b e n .  E s  i s t  im  H i n b l i c k  da rau I ,  dal3 de r  de r  
MINKOWSKIsChen U n g l e i c h u n g  (I) e n t s p r e c h e n d e  E x -  
t r e m a l k O r p e r  als R o t a t i o n s k d r p e r  rea l i s i e r t  w e r d e n  
k a n n ,  d u r c h a u s  nahe l i egend ,  s ich  z u n ~ c h s t  au f  R o t a -  
t i o n s k d r p e r  zu b e s c h r g n k e n .  Die  obenerw~Lhnte Klasse  
K (V, F) e r se t zen  w i r  d u r c h  die Klasse  K 0 (V, F)  de r  
k o n v e x e n  R o t a t i o n s k S r p e r ,  we lche  ein v o r g e s c h r i e b e n e s  
V o l u m e n  V u n d  eine ebenso l che  Ober f l~che  F - u n t e r  
B e a c h t u n g  von  (*) - aufweisen .  E s  i s t  n a c h  den  ob igen  
D a r l e g u n g e n  klar ,  dal3 die U n g l e i c h u n g  (I) in K 0 (V, F)  
u n v e r ~ n d e r t  e x a k t  gil t .  Bez i ig l ich  d ieser  enge ren  Klasse  
k a n n ' n u n  die i h r  d u a l  e n t s p r e c h e n d e  U n g l e i c h u n g  (II)  
a n g e g e b e n  werden .  Sic i s t  j e d o c h  b e d e u t e n d  k o m p l i -  
z i e r t e r  als  die MINKOWSKIsChe, i n s b e s o n d e r e  t r a n s z e n -  
d e n t  u n d  l a u t e t :  

(2 c o ~ ,  + ~ i n ~ ) ,  
- -  ~ s i n  2 q~+ 2cos ~0 

wor in  cos ~v = ~ (0 ~ ~_<  ~) die e inzige iln I n t e r v a l l  
0 ~ ~ ~= 1 l i egende  L d s u n g  de r  G l e i c h u n g  

b e d e u t e t .  
Das  G l e i c h h e i t s z e i c h e n  gi l t  d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  

w e n n  es s ich  u m  die s y m r n e t r i s c h e  K u g e l z o n e  h a n d e l t .  
Dieses  E r g e b n i s  wi rd  a m  e i n f a c h s t e n  ausged r f i ck t  

d u r c h  den  

Salz: Unter allen konvexen RolationskSrpern rail vor- 
geschriebenem Volumen und Ober/liiche weist die symme- 
trische Kugelzone das kleinstmdgliehe Integral der mitt- 
leren Kri~mmung. au]. 

Die  s y m m e t r i s c h e  Kuge lzone ,  d e r e n  Prof i l  d u r c h  
A b b .  2 w i e d e r g e g e b e n  wird ,  e r s c h e i n t  s o m i t  als de r  d e m  
K a p p e n k d r p e r  d u a l  g e g e n i i b e r s t e h e n d e  E x t r e m a l k d r p e r .  

U m  den  W e r t e v o r r a t  de r  Ma[3zahlen V, F u n d  M 
k l a r  i i be rb l i cken  zu k d n n e n ,  i s t  es zweckm~iBig, e inen  
K S r p c r  als  P u n k t  e ine r  D i a g r a m m e b e n e  m i t  den  k a r t e -  
s i schen  K o o r d i n a t e n  

4 ~ F 48 ~2 V 
X - -  , y - -  Z~I 2 111 a 

1 W. BLASCgKE, Jber. Dtsctr. Math. Ver. 25, 125 (1917.) 
2 H. HADWmER, El. Math. 2, 51 (1947). - T. BONNESEN und 

W. FENCHEL, Ergebn. Math. 3, 84 (1934). 
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Tafel der Kurvensteigungen in den Eckpunkten A, B, C. 

Kappenk6rper .  

Zylinder 

Kugelzone 

Torotop 

Kugellinse 

o l c  
2 m 

6 

6 
6 2 

12 
3 ~2 8 

3 oo 

Die drei Ecken A,  B und C des Kurvendreiecks sind 
die Diagrammpunkte  der Strecke, der Kugel und der 
Kreisscheibe. Das Randstt ick A B des Diagramms, ein 
Parabelbogen, wird durch die Kappenk6rper  geliefert. 
Das Randst i iek BC,  ein t ranszendenter  Bogen, ent- 
spricht den Kugelzonen. Das Randst t ick CA,  durch 
welches die vollst/indige Umschliel3ung der Diagramm- 
punktmenge  der Rotat ionsk6rper  beendet  wird, ist 
noch nicht bekannt.  

Als reeht ins t rukt iv  erweisen sich im Diagramm noch 
die Punktorte ,  welche gewissen Scharen etementarer  
Rotat ionsk6rper  zukommen (vgl. Abb. 3 und Tafel). 

H. HADWIGER, P. GLUR und H. ]:~IERI 

Mathematisches Seminar der Universi t~t  Bern, den 
18. Juni  1948. 

S u m m a r y  

For a convex body in three dimensions let V be the 
volume, F the surface area, and M the total  mean 
curvature.  

The BRUNN-MINKOWSKI theory gives the following 
well-known result:  Among all the convex bodies with 
V and F fixed the spherical cap-body gives the maxi- 
mum of M . - - T h e  question regarding the minimum of 
M has not yet  been solved for the general case . - -The  
authors prove tha t  the minimum of M is given by the 
symmetrical  spherical zone, if we restrict our investig- 
ation to bodies of revolution. 

darzustellen. Damit  erh/~lt man eine Darstel lung der 
K6rper, welche gegentiber )~hnlichkeitsabbildungen in- 
var iant  ist, n/imlich das BLASCHKEsche DiagrammL 
Denken wir uns ffir jeden konvexen Rotat ionsk6rper  
den Diagrammpunkt  eingetragen, so ents teht  eine ab- 
geschlossene und zusammenh/tngende Punktmenge,  
welche in Abb. 3 durch das schat t ier te  F1/ichenstiick 
wiedergegeben wird. 

Abb. 3. (~) Kurve der KappenkSrper 

B/I,1) 

~ X  

~) Kurve der geraden Kreiszylinder 
~) Kurve der symmetrischen Kugelzonen 

Kurve der Torotope (Parallelk6rper der Kreisscheibe) 
~ Kurve der symmetrischen Kugellinsen 

I ~V.  B L A S C I t K E ,  1. c .  

~o Exper. 

l ~be r  d i e  S y n t h e s e  e i n i g e r  P o l y c h l o r p o l y e n e  
u n d  d i e  A t r o p i s o m e r i e  d e r  O k t a c h l o r h e x a t r i e n e  1 

DaB bes t immte Polyhalogenide im Sinne einer'~VuRTZ- 
schen Synthese durch MetaIle gekuppelt  werden, hat  als 
erster H. J .PRmS ~ am Hexachlorpropylen gezeigt. Mit 
Kupferbronze in MethanollSsung stellte er daraus ein 
C6CI s vom Schmp. 183 ° dar, dessen Konst i tut ion I oder I I  
bisher nicht sicher entschieden wurde. 

CCI:C--CC12--CCI2~C1 = CCi 2 CC12 = CC1--CC1 ~ CC1--CCI = CCI ~ 
(i) (if) 

Bei Versuchen, die 1941--43 in der Chemiseh-Tech- 
nischen Reichsanstal t  Berlin 3, an Reakt ionssystemen 
aus hochchlorierten Paraffinen und Metallen wie A1, Zn 
und Mg durchgefiihrt  wurden, sind nun neben totalen 
Dechlorierungen (Berger-Reaktionen) partielle Enthalo-  
genierungen ( IV--VII)  beobachtet  worden, die, soweit 
sie eine reakt ive -CC1 z- bzw, - - C H C l f G r u p p e  fibrig- 
lieBen, zu ganz ~hnlichen Kupplungsreakt ionen Anlag 
gaben. 

IV a) CC13--C,CI a -+ b) CCI2=CC12 
V a) CCI3~CC12---CHC1 ~ -~- b) CC12~CC1--CHC12 

VI a) CCI3--CHCI--CC13 -+ b) CCI~CH--CC13 
VII a) CCIs--CCI~---CCI 3 -+ b) CCI~CC1--CCIa 

Unte r  Verwendung yon Atuminiumsp~nen in Rtheri- 
scher LSsung sind so verschiedene stark unges~ttigte 
Polychlorverbindungen der Cs-Reihe leicht zugRnglich 
geworden. 

x 2.Mitteilung .fiber Polyhalogenverbindungen~; 1.Mitteilung 
siehe Chem. Ber. 80, 206 (1947). Die ausffihrliche VerSffentlichung 
dieser Arbeit folgt ebendort. 

2 H. J. PRINS, J, prakt. Chem, (~) 89, 421 (1914); Rec. tray. 
chim. Pays-Bas 51, 1065 (1932). 

a Dem Pr/isidenten Hcrrn Professor Dr, W. RIMARSKt und dem 
Abteiiungsvorstand Herrn Ob,-Reg,-Rat Dr, L. METz ~ sei fiir die 
Unterstfitzung dieser Arbeit herzlich gedankt, 


